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Bab 15: Integral Ganda

Bab 15 - Integral Ganda

15.1 Integral Ganda Dua atas Persegi Panjang

b
Integral tentu fa f(w) dx menjumlahkan nilai f di sepanjang selang, dan mengukur luas di bawah kurva.
Integral ganda dua menjumlahkan nilai f (a:, y) di atas sebuah daerah di bidang dan mengukur volume di

bawah permukaan.

1. Volume dan jumlah Riemann

Misalkan f(x,y) > 0 pada persegi panjang tertutup R = [a,b] X [¢,d] = {(z,y) :a < x <
b, ¢ <y < d}. Padatan S yang terletak di atas R dan di bawah grafik z = f(z, y) kita hampiri sebagai

berikut:

1. Bagi [a, b] menjadi T selang lebar Az = % dan [c, d| menjadi 7 selang lebar Ay = % Ini

membagi ]2 menjadi 7m0 persegi panjang kecil R;; dengan luas AA = AzAy.

2. Pilih titik contoh (mfj, y:]) di tiap R;;. Balok di atas R;; berketinggian f (azfj, y:}) mempunyai
volume f(z;, y5;) AA.

3. Jumlahkan: V =~ Y 7" Z?:l f(x3;,yi;) AA (jumlah Riemann ganda).
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Hampiran volume di bawah z = 16 — z2 — 2y? dengan 4 x 4 balok (titik tengah).

DEFINISI INTEGRAL GANDA DUA

Integral ganda dua f atas persegi panjang R:

bila limit ada. Bila f kontinu (atau terbatas dan kontinu kecuali pada sejumlah hingga kurva mulus),
limit ada dan tidak bergantung pada pilihan titik contoh. Bila f > 0, f f 5 f d A adalah volume
padatan di bawah grafik f dan di atas R.
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CONTOH 1— JUMLAH RIEMANN BEBERAPA PILIHAN

f(z,y) =16 —2® — 2y’ pada R = [0,2] x [0,2], m =n = 2(AA = 1),
Titik sudut kiri-bawah: f(0,0) + f(0,1) + f(1,0) + f(1,1) =16 + 14+ 15+ 13 = 58

Titik tengah (0,5;0,5), (0,5; 1,5), (1,5; 0,5), (1,5; 1,5): 15,25 + 11,25 + 13,25 +
9,25 = 49.

Nilai sebenarnya f f = f dA = 48 (dihitung di 15.2). Aturan titik tengah (49) jauh lebih dekat dari
sudut kiri-bawah (58), karena f turun ke arah kanan dan atas sehingga sudut kiri-bawah selalu

melebih-lebihkan.

CONTOH 2 — HAMPIRAN TABEL

Curah hujan (cm) di empat titik tengah sebuah daerah 4 X 4 km dibagi 2 x 2:1,2; 0,8; 1,5; 1,1.
Tiap persegi 2 X 2 km luasnya 4 km?. Total volume air ~ 4(1,2 + 0,8 + 1,56 + 1,1) =
4(4,6) = 18,4 km?-cm. Rata-rata curah hujan = 18,4/16 = 1,15 cm.

2. Nilai rata-rata

NILAI RATA-RATA

Tzt = fR)//R f(z,y) dA.

Untuk contoh di atas: + - 48 = 12.

=

3. Sifat-sifat

Jelf +9ldA= [[p fdA+ [[pgdA.

[JpefdA=c [, fdA.

Bila f > gpadaR,makaffRfdA > fngdA.

Bila R = R U Ry tidak tumpang tindih (kecuali di batas), f f R= f f Rt f f Ry
mA(R) < ffRfdA < M A(R)bilam < f < M pada R.

[f, 1dA = A(R).
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CONTOH 3 — MEMAKAI KESIMETRIAN

sin x
f f RIT 2 dA dengan R = [—m, 7] X [0, 1]. Karena sin x fungsi ganjil terhadap = dan R

simetris terhadap x = 0, integralnya = 0 tanpa perhitungan panjang.

CONTOH 4 — BATAS NILAI INTEGRAL

Pada R = [0,1] x [0,2],1 < z? +1y*+1<6.Maka 2 < ffR(JJ2 + 9y + 1)dA <12
(luas R = 2).

CONTOH 5 — VOLUME DARI GEOMETRI

ffR V1 — 2?2 dA dengan R = [—1,1] x [—2, 2]: grafik z = /1 — 22 adalah setengah

silinder lingkaran jari-jari 1 sepanjang sumbu ¥ (panjang 4). Volume = %71’(1)2 -4 = 2.

4. Kesalahan umum

e Mengartikan integral ganda sebagai luas. f f R f d A adalah volume (bila f > 0); luas R adalah

[, 1dA

e Menghitung jumlah Riemann tanpa mengalikan dengan A A.

e Mengabaikan nilai negatif: bagian di bawah bidang £y menyumbang volume bertanda negatif.

5. Ringkasan

. ffR fdA=1im)] f(mfj,y;j)AA; volume bila f > 0.
e Aturan titik tengah memberi hampiran yang baik.

- - . _ 1
e Sifat linear, aditif, monoton; nilai rata-rata = i f f f dA.

Berikutnya 15.2: cara menghitungnya dengan integral berulang.
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15.2 Integral Berulang

Menghitung integral ganda dari definisi limit hampir mustahil. Untungnya ada teorema yang mengubahnya

menjadi dua integral satu peubah berurutan.

1. Integral parsial dan integral berulang

d
/ f (a:, y) dy berarti integrasi terhadap y dengan x dianggap konstan; hasilnya fungsi . Integral
C

hasilnya terhadap & memberi integral berulang:

/ab/cdf(a:,y)dydx:/ab[/cdf(a:,y)dy]dx.

Integral dalam dihitung lebih dulu, dari dalam ke luar.

CONTOH 1— DUA URUTAN
3 p2 3 12 3
/ 22y dydr = / 2 [%} dr = / %:132 dx = % -9 = % Dengan urutan dibalik:
0 1 0
3

2 3 2
/ 22y drdy = / y{%}ody — / 9ydy =9 - % = 2?7.Hasilnya sama.
1 1

2. Teorema Fubini

TEOREMA FUBINI

Jika f kontinu pada R = [a, b] X [c, d], maka

//RfdA:/ab/cdf(w,y)dydw:/cd/abf(a;,y)dwdy.

(Berlaku juga bila f terbatas dan kontinu kecuali pada sejumlah hingga kurva mulus, asalkan integral

berulangnya ada.)

d
Gagasan geometris. Untuk x tetap, A(:c) = fc f (JZ, y) dy adalah luas irisan padatan oleh bidang yang
tegak lurus sumbu x. Mengintegrasikan luas irisan sepanjang & memberi volume (prinsip Cavalieri).

Mengiris pada arah lain memberi urutan lain, dengan volume yang sama.
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CONTOH 2 — VOLUME NYATA
// 16 — 2> — 2y®) dA dengan R = [0, 2] x [0, 2]: / / (16 — z* — 2¢*) dy dzx =

/0[16y—:cy— ]dm—/02(32—2x—§)dx:/0(8—??— )d;,;:

160 16 __
3 3 =48

CONTOH 3 — PILIH URUTAN YANG MUDAH
/ / ye™ dA, R = [0,1] x [0, 2]. Integrasikan lebih dulu terhadap @ (karena f ye*¥dx = e*¥

sederhana): / / ye™ dx dy = / (€Y —1)dy = e — 3 ~ 4,389. Bila dibalik, integral

dalam f ye”¥dy memerlukan integrasi parsial dan jauh lebih rumit.

CONTOH 4 — FUNGSI TERPISAH

Bila f(z, y) — g(2)h(y) dan R — [a, 8] x [c,d], maka// _

b
/ 9(z) dx - / h(y) dy. Misalnya // sinzcosydA=1-1=1.
a c [0,7/2]?

CONTOH 5 — INTEGRASI TERHADAP X LEBIH DULU

Hitung / / y sin(zy) dA. Integrasi terhadap Z lebih dulu: f 12 ysin(zy) dx =
[1,2]x[0,7]
[— cos(zy)]? = cosy — cos 2y. Lalu [ (cosy — cos2y)dy =0 — 0 = 0.

3. Penerapan pada volume
CONTOH 6 — PADATAN DI BAWAH BIDANG

Volume padatan di bawah bidang z = 4 — & — 2y diatas R = [0, 1] x [0, 1]: fol fol (4—z—
2y) dy dx = f01(4—w— )dz=3-3%=2.
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CONTOH 7 — VOLUME ANTARA DUA PERMUKAAN

Volume di antara 2 = 2% 4 y? (bawah) dan z = 8 — 2% — 9 (atas) di atas R = [—1,1] x
[—1, 1]. Pada R berlaku z? + y? < 2, sehingga x> + 3% < 8 — (JJ2 + y2) dan urutan

permukaan benar. V' = ffR(8—2.’B2—2y2)dA:8-4—2- % 2—2- % -2 =32 —
% — % = ?0 ~~ 26,67. (KarenaffRa}2dA = fjl zldz -2 = % -2 = %.)

4. Kesalahan umum

e Salah menaruh batas: pada dy dx, batas dalam untuk ¥, batas luar untuk .
e Menjadikan & variabel saat mengintegrasikan terhadap ¥ (atau sebaliknya).

e Menganggap faktorisasi f f g(x)h(y) bekerja pada daerah bukan persegi panjang. Pada daerah

umum, batas bergantung pada peubah lain.

5. Ringkasan

¢ Integral berulang: hitung dari dalam ke luar, menahan peubah lain konstan.
e Fubini: untuk f kontinu pada persegi panjang, urutan tidak penting.

e Pilih urutan yang membuat integral dalam termudah.

Berikutnya 15.3: daerah yang bukan persegi panjang.
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15.3 Integral Ganda Dua atas Daerah Umum

Daerah yang kita integrasikan jarang berupa persegi panjang. Di sini kita memperluas integral ganda ke

daerah terbatas D berbentuk umum dengan menggunakan batas yang bergantung pada peubah lain.

1. Integral atas daerah umum

Untuk daerah terbatas D, kurung D dalam persegi panjang R dan definisikan F'(z,y) = f(z,y) bila
(z,y) € D dan F' = 0 di luar D. Maka ffD fdA = ffR F' dA. Dalam praktik kita memakai dua

jenis daerah.

DAERAH TIPE | (BATAS ATAS DAN BAWAH BERUPA FUNGSI X)

D ={(z,y):a<x<b, gi(x) <y < gs(x)} dengan g, g> kontinu. Maka

fdA = ’ gz(w)f(a;,y)dyda;.
D a Ja(x)

DAERAH TIPE Il (BATAS KIRI DAN KANAN BERUPA FUNGSI Y)

D ={(z,y): c <y <d, hi(y) <z < hy(y)}. Maka

//DfdA:/cd/hf:j) f(z,y) dz dy.
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Tipe: 2x?2 <y =<1+ x? Tipell:y2=<x=<,y,0sy=<4

2.00 1 401 — y oy
1.75 351 = y=2x
1.50 -
1.25
> 1.00 -
0.75 1
0.50 1

0.25 1

0.00 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X X

Kiri: tipe |, dibatasi parabola y = 2z dan y = 1 + 2. Kanan: tipe II, daerah di antara y = z? dan y = 2.

CARA MENYUSUN BATAS

1. Gambar daerah D.

2. Untuk tipe I: gambar anak panah vertikal melalui ) dari batas bawah ke batas atas; itulah batas
Y. Batas x adalah ujung kiri dan kanan seluruh daerah.

3. Untuk tipe II: anak panah horizontal; batas & dari kiri ke kanan, batas ¢y adalah ujung bawah dan

atas.

Batas integral dalam boleh memuat peubah luar; batas integral luar harus konstanta.

2. Contoh

CONTOH 1—TIPE I

ffD(a} + 2y) dA, D antara parabola y = 2z% dany = 1 + 2. Perpotongan: 222 = 1 +
2?=r=41Umk—-1<z<122%’< y < 1+ 22

1 plia? 1 142 1
/ / (:73—1—2y)dyda::/ {a:y—l—yQ] ) da::/ (1+z—2*+ 2% — 3z%)
~1J222 = -

T 1 2z 1

32
Suku ganjil & dan —2> saling menghapus pada selang simetris: 2(1 + % — %) = 1 ~ 2,133.
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CONTOH 2 — TIPE Il

ffD(a: + y)dA, D antaray = x? dany = 2 (titik potong (0,0) dan (2, 4)). Sebagai tipe II:

2z
2 2
0<y<A4, % <z < ,/y. Sebagaitipe: 0 < z < 2, z? <y < 2z fO {:cy—l— %]xzdw.Di
4
y = 22 suku dalam kurung bernilai 222 + 222 = 42; di y =  bernilai 23 + % . Jadi

2 4 —_60—
integralnya fo (4:132 — 3 — %)da:‘ dan hasilnya % —4 — 15—6 = %5?48 = % ~ 3,467.

CONTOH 3 — DAERAH DI ANTARAY = X DAN Y = X?

1 . 1
D:0§$§1,w2Syﬁw.//(w—l—y)dA:/ oy + ¥ ] de:/ (3% -
D 0 L 0
3 1,4 1 1 1 __ 3
z _§w)d$:§_z_ﬁ_2_0'

CONTOH 4 — VOLUME TETRAHEDRON

Padatan dibatasi bidang  + 2y + 2z = 2 dan bidang-bidang koordinat (oktan pertama). Alas:
segitiga di bidang Yy dengan 2 = 0: . + 2y = 2,jadi0 <z < 2,0 <y < 1 — 7. Tinggi
z=2—z—2y.

2 pl—z/2 2 o 2 ) m32 )
V:/O/O (2—a:—2y)dyd:c:/0 (1—5) dm:[—§(1—§)}0:§.

Cek geometris: V' = % -2:1-2= % (tetrahedron dengan rusuk saling tegak lurus 2, 1, 2).

CONTOH 5 — LUAS DARI INTEGRAL GANDA

A(D) = ffD 1 dA. Untuk daerah Contoh 1: f—ll [(1 + x?) — 2:1:2}da: = fjl(l — z?)dz =
%. Untuk daerah Contoh 2: f02(2.’B = 582)d:c = %. Kebetulan sama.

3. Membalik urutan integrasi

Kadang integral berulang hanya dapat dihitung bila urutannya dibalik: gambar daerah dari batas yang

diberikan, lalu tulis ulang sebagai tipe lain.
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CONTOH 6 — ANTITURUNAN TIDAK ELEMENTER

1 1
2 2
/ / e’ dydzx. f e¥ dy tidak punya antiturunan elementer. Daerahnya 0 < z < 1,z <
0 z

y < 1: segitiga dengan titik (0, 0), (0,1), (1,1). Sebagai tipe I: 0 < y < 1,0 < z < y.

L o, 21l e—1
/ / e’ drdy = / ye’ dy = {%ey } = ~ 0,859.
0o Jo 0 0 2

CONTOH 7 — PEMBALIKAN DENGAN COSINUS

2 pd
/ / ycos(mz)da:dy.Daerah:OSyg2,y2§az§4,yaitu0§x§4,0§y§\/§.
0 Jy?

4 :
Balik: f04 fﬂﬁycos(mz) dydz = f04 2 cos(z?) dz = §sin(z?)| = 218 ~ —0,072.
0

4. Sifat tambahan

e Jika D = Dy U D5 dan Dy, D5 tidak tumpang tindih kecuali di batas: ffD = ffDl + fsz.
e mA(D) < [[, fdA < M A(D)bilam < f < M.
e Nilai rata-rata: frata = ﬁ f f D fdA.

CONTOH 8 — TAKSIRAN

ffD sin(z? + y?) dA untuk D cakram z2 + g2 < ;i (luas 7). Pada D: 0 < sin(z? + 3?) <
sin § ~ 0,247. Maka 0 < [[ < 0,247 - X ~ 0,194.

5. Kesalahan umum

Batas luar yang memuat peubah. Batas luar harus konstanta.

Tidak menggambar daerah, sehingga batas tertukar.

Pada pembalikan urutan, lupa bahwa batas lama menjadi batas yang berbeda: gambar dulu.

Salah tanda ketika kurva atas dan bawah tertukar (hasil luas negatif).

6. Ringkasan

e Tipela<ax <b,g1 <y<goTipell: c <y <d, hy <z < hs.

e Gambar daerah, tulis batas, hitung dari dalam ke luar.
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e Membalik urutan dapat menghindari antiturunan yang tak elementer.

Berikutnya 15.4: koordinat kutub.
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15.4 Integral Ganda Dua dalam Koordinat
Kutub

Bila daerah berupa lingkaran, cincin, atau juring, atau bila integran memuat x? + y2, koordinat kutub jauh

lebih cocok daripada koordinat Kartesius.

1. Persegi panjang kutub

Dalam koordinat kutub, z = 7 cos §, y = rsin @, 7> = 2% 4 y>. Persegi panjang kutub adalah
R={(r,0):a<r<b, a<60<pf}(engan0 <a<bpf—a<?2m.

Persegi panjang kutub 1 =r=3, n/6 =0 < 2n/5 Kardioid r=1 + cos@
3.0 1
. _ 1.0 1
2.5 N
.'.II \\\\
N\ 0.5 1
2.0 1 \\\
A\ 0.0
1.5 N\ D
I \\\ ~
101 L -0.57
‘\\\ > -
0.5 - -1.0 1
Oko T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Kiri: persegi panjang kutub. Kanan: daerah di dalam kardioid.

Mengapa muncul faktor 7. Bagi R menjadi persegi panjang kutub kecil R,-j dengan lebar A7 dan sudut
A#. Luas sektor cincin = %(7’3 — r?_l)AH = %('r’z +7i1)(r; — 1i-1) A0 = rF Ar A6 dengan
7‘; rata-rata jari-jari. Jadi AAij = 7“? A7 AB: luas elemen lebih besar bila lebih jauh dari titik asal.

web by: Steven Paulus Siahaan - Halaman 13 /44



PERUBAHAN KE KOORDINAT KUTUB

Jika f kontinu pada persegi panjang kutub R: 0 < a < r < b, a < 6 < (3, maka

B b
/Rf(a:,y)dA:/a/af(rcosé?,rsiné?)rdrde.

Bentuk dA = r dr df. Jangan lupa faktor 7.

CONTOH 1— PARABOLOID

Volume di bawah z = 4 — 22 — y2 dan di atas bidang xy: daerah z? + y2 <40<r<2
2

0<0<2mV = [ [{(4=rP)rdrdd =2r(2? — 5| =2m(8—4) =s8r
0

CONTOH 2 — BELAHAN BOLA DAN KERUCUT

Belahan bola atas 2 = /9 — x? — y2 (jari-jari 3): V = f fo —r2rdrdf = 2w -
27 = 187 (sesuai :2,)71' 27) Padatan di bawah kerucut z = 3 — 4/ &2 + y? dan di atas bidang
xy: 'V = f fo )rdrdf = 27?( ) = 97, sesuai rumus kerucut %ﬂrzh =
%71' -9 3.

L=
.

CONTOH 3 — INTEGRAN DENGAN X? + Y?

//D e$2+y2dA, D cakram satuan: f027r fol e rdrdd =2m- %(e —1)=m(e—1) =
5,398. Di Kartesius integral ini tak dapat dihitung secara elementer.
2. Daerah kutub umum

DAERAH ©@-SEDERHANA

Jika D = {(r,0) : a <0 < B, h1(0) < r < hy(6)}, maka

B prh2(0)
// fdA:/ / f(rcosf,rsinb) rdrdo.
D o Jh(6)

Dengan f = 1: A(D) = ff % [h% — h%] de.
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CONTOH 4 — LUAS KARDIOID

r=1+cosf: A= f HCOSG rdrdf = %f02W(1+2c059+c0520)d9

0+m) = 32“

N =

(2w +

CONTOH 5 — LINGKARAN YANG TIDAK BERPUSAT DI ASAL
ffD x dA dengan D : z? + y? < 2z, yaitu ( 2 + y? < 1. Dalam kutub: 72 <

7r/2 2cos0
2rcos€z>r§2cos€,—§§ < / / rcosf-rdrdf =
/2

/2
/ %COS49d9 = g . :%T = 7. Cek: ffmdA —Z+-A=1"- 7 (pusat massa di z — 1, luas
—m/2

).

CONTOH 6 — CINCIN

dAuntkl < 2?+y2 <9 [ [P lrdrdf=2m-2=4r.

Iy

3. Integral Gauss

CONTOH7 — [* E X' DX = /II

2
M;salkanI = ffooo e % dx. Maka I? = ffe ‘e V' dx dy = ffR2 (@*+y") g4 =
2
i fooo e " rdrdf =2m- % = 7.Jadi I = /7 (karena I > 0). Hasil ini fondasi distribusi

normal dalam statistika.

4. Kapan memakai koordinat kutub?
e Daerah: lingkaran, cakram, cincin, juring, kardioid, kurva r = f(@)
¢ Integran: bergantung pada z? + yz, atau pada y / x = tan@.
e Hindari bila daerah berbentuk persegi atau segitiga umum.

5. Kesalahan umum

e Lupa faktor 7 didA = r dr df.
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e Lupa mengubah x, y dalam integran menjadi 7 cos @, r sin 6.

e Batas 6 salah untuk lingkaran yang tidak berpusat di asal (mis. 7 = 2 cos 6 hanya memakai 8 €

[_%a %])

e Memakai 0 < @ < 7 untuk lingkaran penuh. Lingkaran penuh di sekitar asal perlu 27r.

6. Ringkasan

o dA=rdrdf;x =rcosf,y = rsin.
o Daerah: @ < 6 < 3, h1(0) < r < hy(0).

e Aplikasi: volume paraboloid/bola/kerucut, integral Gauss.

Berikutnya 15.5 Penerapan Integral Ganda Dua.
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15.5 Penerapan Integral Ganda Dua

Integral ganda dua mengukur lebih dari volume. Dengan memilih integran yang tepat kita menghitung massa

lamina, pusat massa, momen inersia, probabilitas, dan nilai harapan.

1. Kerapatan dan massa

Lamina (keping tipis) menempati daerah ) di bidang dengan rapat massa (massa per satuan luas) p(:c, y)

kontinu. Massa potongan kecil A A di (x, y) adalah ~ p A A; menjumlahkan:

= [[ s

Hal yang sama berlaku untuk muatan listrik (kerapatan muatan o): () = f f Do dA.

2. Momen dan pusat massa

MOMEN DAN PUSAT MASSA

Momen terhadap sumbu & dan y:

Mm:// ypdA, My://:cpdA.
D D

_ My _ M,
r=—, Yy = .
m m

Pusat massa (Z, §):

Bila p konstan, pusat massa disebut sentroid dan hanya bergantung pada bentuk .

CONTOH 1 — SEGITIGA DENGAN KERAPATAN X + Y

Lamina segitiga D : 0 < o < 1, 0<y§1—a:p:x—l—ym:f01 1i$w—i—

)dyd:r—fo[ 1—x)+(1w)]dw:%—g—1M [[z(z+y)dA =3,

/8 3 S
—— = —. Bandingkan sentroid segitiga
1/3 8

): massa lebih terkonsentrasi menjauhi asal karena p naik ke arah itu.

M, = § (simetri antara & dan y). Pusat massa: T = § =

(35

[SUI
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CONTOH 2 — SETENGAH CAKRAM
2
Sentroid setengah cakram D : 2% +y?> < a2, y > 0 (p =1y A= T; T = 0 (simetri).

T pa 2a° 4
M, = [[ydA= [ fﬂrsin0~rdrd0:%3-2 20° a_/?, —a%0,424a.

B wa?/2 " 3

3. Momen inersia

Momen inersia mengukur kesulitan memutar benda. Partikel bermassa m pada jarak d dari sumbu

mempunyai momen inersia md?. Untuk lamina:

zgc:// pdA, Iy:// 2*pdA4, Ioz//(:c2+y2)pdA=Iw+Iy-
D D D

Iy adalah momen inersia polar terhadap titik asal. Jari-jari girasi R terhadap sumbu: mR? = I, jadi
R=/I/m.
CONTOH 3 — CAKRAM HOMOGEN

2
Cakram 22 4 y? < a?, p konstan, massam = pma?. Iy = oJs " Oa r?.rdrdd=p-2m-

4
2 — 1ma? Karena simetri, I, = I, = 1ma?. Jari-jari girasi terhadap sumbu : R =

a
4 2 4 2°

CONTOH 4 — MOMEN INERSIA SEGITIGA CONTOH 1

Untuk lamina Contoh 1: I, = ff y2(33 +y)dA = %, I, = 1—15 (simetri), Iy = 1—25 Jari-jari

girasi Ry = /Iojm = /42 = /1 ~ 0,447

4. Probabilitas

Dua peubah acak kontinu X', ¥ mempunyai fungsi kerapatan gabungan f (:13, y) > () dengan
ffRQ f dA = 1. Peluang titik (X, Y") jatuh di D:

P((X,Y)e D) = //D f(z,y)dA.

Nilai harapan: 1y = E[X] = [[afdA us = E|Y]| = [[yfdA.
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CONTOH 5 — KERAPATAN POLINOMIAL

f(z,y) = x + y pada [0, 1]2 (nol <111 telrnpat lain). Cek: fol fol (x+y)dydx = fol (x +
Ndz=1LPX+Y <1)= [ [; (z+y)dydz =35 EX] = [[z(z+
y)dA =1+ 1 = T ~ 0,583 (sama untuk Y).

CONTOH 6 — KERAPATAN EKSPONENSIAL

f(z,y) = 2e° % untuk z,y > 0. Cek: fooo e *dr - fooo 2e 2Ydy = 1 - 1. Karena f
terpisah, X dan Y bebas. P(X >Y) = fooo fyoo 2e 2 Wdx dy = fooo 2e dy = %
EX]=1E[Y] = 1.

5. Muatan dan nilai rata-rata

CONTOH 7 — MUATAN TOTAL

Muatan terdistribusi pada cakram x> + y2 < 1 dengan kerapatan 0 = /x? + y2 C/m2 Q =
027rf017' -rdrdf =27 - % — 2?“ ~ 2,094 C.

CONTOH 8 — SUHU RATA-RATA

SuhuT = 100 — z® — y? pada cakram z* + y*> < 4. [[ T dA = fozﬂ f02(100 —
392
7'2)7‘ dr df = 27T(200 — 4) = 3927. Luas 47. Suhu rata-rata = 4—: = 08.

6. Kesalahan umum

Lupa membagi momen dengan massa saat mencari &, Y.

Menyamakan sentroid dan pusat massa saat p tidak konstan.

Menulis I, = f f w2p d A: momen terhadap sumbu x memakai y2.
e Kerapatan peluang yang tidak berintegral 1.
7. Ringkasan

e m= [[pdA;z=M,/m §=M,/m.
e [, = ffy2p,Iy = ffaczp, Iy =1, + 1,
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e Peluang = ffodA;E[X] = [[zf dA.

Berikutnya 15.6 Luas Permukaan.

web by: Steven Paulus Siahaan - Halaman 20/ 44


file:///tmp/kalkulus/dist/_print/b15-6.html

Bab 15 - Integral Ganda

15.6 Luas Permukaan

Kita sudah dapat menghitung panjang kurva (10.2, 13.3) dan volume padatan (15.2). Sekarang giliran luas

sebuah permukaan lengkung S di ruang.

1. Permukaan sebagai grafik z = f(:L‘, y)

Misalkan f mempunyai turunan parsial kontinu pada D. Bagi D menjadi persegi panjang kecil R;; berluas
AA = AzAy. Diatas R;;, permukaan kira-kira berupa jajargenjang bagian dari bidang singgung (14.4).

Jajargenjang itu dibentangkan oleh vektor
a= (Azx, 0, f;Az), b = (0, Ay, f,Ay).

Luasnya |a X b|. Hiunga X b = AzAy (- f;, —f,, 1), sehingga

AS;j~ 4/ f2+ f2+1AA.

Menjumlahkan dan mengambil limit memberi:

LUAS PERMUKAAN GRAFIK

w) = [ 1 (L) (&) aa= [[ v

(Ini analog dari L = f 1+ f'(x)? dz untuk kurva.)

FAKTOR KEMIRINGAN

1
V1+f%+fy:cos'y

(—fz, —fy, 1) dan k). Permukaan yang lebih miring mempunyai luas lebih besar daripada

, dengan <y sudut antara bidang singgung dan bidang xy (sudut antara

proyeksinya. Bila bidang datar, faktor sama dengan 1.
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2. Contoh

CONTOH 1 — BIDANG

Bagian bidang 2 = 4 — & — 2y di atas persegi [0, 1]: f, = —1, fy = —2, faktor
vVi+1+4= \/6 Luas = \/6 -1 =~ 2,449. (Konstan karena kemiringan konstan.)

CONTOH 2 — PARABOLOID

Luas bagian paraboloid 2 = 22 + y? di bawah bidang z = 9. Proyeksinya cakram 22 + 3% < 9.
fz =2z, f, = 2y: V'1 + 4r2. Dengan kutub: A = f fo V1+4r2rdrdd =

3
32| = 1 _ 1) &
o |G (1+4r%)¥2] = % (37437~ 1) ~ 1173

CONTOH 3 — BELAHAN BOLA

T 2+m2+ 2 a2
z:\/aQ—xz—y2:fw:—;,fy:—g1+f2+f2 p o :?.Faktor

d?“ dé = 271‘&[ a? — T‘2]g = 2ma?. Seluruh bola:

a A= 21 ra
P =J Jo Va2 —

4ma?. (Integralnya takwajar di 7 = a tetap1 konvergen.)

CONTOH 4 — KERUCUT

z=+/x>+y?unuk 0 < z < h: f, = %,fy = %,faktor V2. A =+/2 -7h? Untuk h =
3:94/27 ~ 39,99. Cek: luas selimut kerucut 777 dengan = h, s = hv/2: v/27h?. Cocok.

CONTOH 5 — PELANA DI ATAS CAKRAM

z=gxydaasz? + 9> < 1:y/1+y2 4+ 22 A= f027rf0 +7r2rdrdf = 2w -

%(2\[2 — 1) ~~ 3,829 (cakram datar luas ™ ~ 3,142).

CONTOH 6 — INTEGRAL KARTESIUS

z = %(:133/2 +y3/2) di atas [0, 1]2: fz =z, fo =y A=
fol fol Vitz+ydyde = fol 202+ 2)32 — (1 + 2)¥2]dz = £ (9v/3 — 82 +
1) ~ 1,4066.
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3. Permukaan parametrik

Bila permukaan diberikan oleh r(u, v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D, vekiorr, = &

=&
A(S) = // v, X 1| dA.
D

Grafik z = f(w, y) adalah kasus khusus r = <:C, Y, f(:c, y)>, Iy X Ty = <—fx, —fy, 1>.

I, menyinggung permukaan, dan

CONTOH 7 — BOLA LEWAT PARAMETRISASI

Bola jari-jari a: (¢, 0) = (asin ¢ cosf, asinpsinf, acosp),0 < ¢ <7, 0<0 < 2rx
.ry = (acos¢cosb,acos psinf, —asinp),rg = (—asin@sinb, asin ¢ cosf,0).
r, X rg = a’sin ¢ (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 6, cos ¢), panjang a? sin . A =

f 027T f Oﬂ a® sin ¢ d¢ df = 4mwa>. Faktor a® sin ¢ ini akan muncul lagi di koordinat bola (15.9).

CONTOH 8 — SILINDER

Silinder 22 + y? = a?,0 < z < h:r(0,2) = (acosf,asinb, z).ry X v, =

: 2w oh
(acosf,asinb,0), panjang a. A = [ " Jo adzdf = 2mah, yaitu keliling kali tinggi.

CONTOH 9 — PARABOLOID KEDUA

(22 + y?) untuk 2 + y? < 3: faktor V1 + 72, A = 27 foﬁ rv1+r2dr = 2w -
?—1) = 1% ~ 14,66.

(4

N | =

Wi W
\

4. Kesalahan umum

e Memakai f f p % dA atau luas D sebagai luas permukaan. Luas D hanya luas proyeksi.

* Lupa faktor 7 ketika berpindah ke kutub setelah membentuk 4 / 1+ f 3 + f;

e Menggunakan rumus grafik pada permukaan yang tidak berupa grafik terhadap ) yang dipilih (mis.

bola penuh): gunakan parametrisasi.

5. Ringkasan

e Grafik: A = fwa/1+f§+fy2dA.
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e Parametrik: A = ffD lr, X r,|dA.

e Pengujian: bola 4ma?, silinder 27wah, kerucut 7T S.

Berikutnya 15.7 Integral Rangkap Tiga.
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15.7 Integral Rangkap Tiga

Bila integran bergantung pada tiga peubah dan daerahnya berupa padatan di ruang, kita memakai integral

rangkap tiga. Gagasannya sama dengan integral ganda dua, dengan satu dimensi tambahan.

1. Integral rangkap tiga atas balok

Untuk balok B = [a, b] X [c,d] x [r, s], bagi menjadi {mn balok kecil B;;j, dengan volume AV =
AxAyAz. Pilih titik contoh dan jumlahkan:

JI[ t@m2dv = tm 3 f@i vz AV.

1,5,k

Bila f kontinu, limit ada. Teorema Fubini berlaku: integral rangkap tiga sama dengan integral berulang

dalam urutan apa pun (enam kemungkinan urutan).

CONTOH 1— BALOK

/// a:yz2 dV,B =[0,1] x [-1, 2] x [0, 3]. Karena integran terpisah: fol rdx -
B

[ivdy: [§d==4-3-9=F =675

2. Padatan umum

Untuk padatan terbatas F, integral f f f B f dV didefinisikan dengan memperluas f menjadi nol di luar F.
Kita menghitungnya sebagai berikut. Pandang F sebagai padatan yang terletak antara dua permukaan di atas

daerah D di bidang xy.
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PADATAN TIPE 1 (ANTARA DUA GRAFIK Z = U;(X,Y) DAN Z = U;(X,Y))

E = {(waya Z) . (w,y) €D, ul(x7y) <z= u2(m7y)}'Maka

[yEde:ﬂACLAZ:?f@JLQd4dA.

BilaDtipel: D = {a <z < b, g1(z) <y < go(x)}, maka
b pg(z)  pua(z,y)
///de:// / fdzdydzx.
E a Jagi(z) Jul(zy)

Padatan tipe 2 dan tipe 3 didefinisikan serupa dengan D di bidang Y2 atau 2 (batas dalam berupa & atau y

).

STRATEGI

1. Gambar E dan proyeksinya ) pada bidang koordinat.
2. Tentukan permukaan bawah dan atas (batas integral dalam).
3. Tentukan batas D (dua integral luar).

4. Hitung dari dalam ke luar.

CONTOH 2 — TETRAHEDRON

E': padatan di oktan pertama di bawah bidang * + y + 2 = 1. D: segitiga 0 < x < 1,0 <
y<1l-z0<z<1-—z—y. Volume: [[[1dV = fol Olfw(l —r—y)dydz =

1 1-z 1

1/24

Maka koordinat z sentroid Z = W =1 (dan sama untuk Z, y karena simetri).
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Tetrahedron dibatasi bidang koordinat dan x + y + z = 1.

CONTOH 3 — TETRAHEDRON LAIN

/ / / 2z dV, E di oktan pertama di bawah bidang 2x + 3y + 2z = 6. Proyeksi: 0 < o < 3,

0<y<2— 2“",0§z<6—2w—3y Integral dalam: fO R 3y2 dz_2x(6 2 —
(6 — 2z)?

5 dxr =

3y). Dengana = 6 — 2x: a/ (a —3y)dy = % = %2 = %. Sisa: fO 2z

3f0 _wzdw:%’_:

CONTOH 4 — ANTARA DUA PARABOLOID

Volume padatan yang dibatasi 2 = z? + 3y2 (bawah) dan z = 8 — z? — y2 (atas). Perpotongan:
22+ 3y =8—22 -y =222+ 42 =8 = %2"' %2 = Lelips D.V = [[,(8 —
222 — 4y?) dA. Substitusi z = 27 cos 0,y = \/ir sin @ (elips menjadi r < 1), Jacobian
2v/2 7 (15.10): 8 — 222 — 49> =8 —8r2V = f fo (1—72 2\/§rdrd0 =
16v/2 - 27 - 1 = 8v/27 =~ 35,54.
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Padatan di antara z = x2 + 3y? (biru) dan z = 8 — 22 — y? (oranye).

CONTOH 5 — MENGUBAH URUTAN

2 pl
Padatan di bawah 2 = 1 — y dandiatasbidang 2y, 0 <z < 2,y > 0.V = fo fO (1-—
y)dyde =2 - % = 1. Sebagai padatan tipe 3 (proyeksi pada bidang y2): segitiga 0 < y < 1,
0 <z <1 — y, dan x dari 0 sampai 2: fol fol_y 2dzdy =1.
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3. Penerapan

RUMUS

Volume V' (E) = f f f p 1dV . Nilai rata-rata frata = L f f f » [ dV . Bila padatan mempunyai
kerapatan p T,Y,z )

e ([ v, = [[f o s~ [, st [[f o
(2,9,2) = (Aﬁf’]\ﬁz’ ]\f:y), I, :///(y2+22)pdV, I, :///(a}2—|—z2)

CONTOH 6 — MASSA DENGAN KERAPATAN VARIABEL

Kubus [0, 1]° dengan p = = + y + z: m = 3f01 fol fola:dmdydz =3- 1 = %(karena
[[f =z = %,samauntuky,z).Myz [[[ z(z+y+2z)dV = 3 4= 7 1 4 a_j

5/6 _ 5
%_5

kerapatan terbesar.

~ 0,556; sama untuk ¥, Z. Pusat massa bergeser ke arah sudut (1, 1, 1), di mana

CONTOH 7 — NILAI RATA-RATA

= i. Rata-rata f = & pada kubus satuan: L

Rata-rata f = 2 pada tetrahedron Contoh 2: 5

1/6
CONTOH 8 — PELUANG TIGA PEUBAH

Kerapatan gabungan f(z,,2) = 6e 2Y"% 2 y, 2 > 0:
Jo e da [ 2eMdy [T 3¢ ¥dz=1.P(X <1,Y <1,Z<1)=(1-
e )1 —-e?)(1-e?) ~0,632-0,865-0,950 ~ 0,519.

4. Kesalahan umum

Memakai batas z yang salah karena tidak menggambar padatan.

Batas integral luar tidak konstan.

Lupa membuat f f f 1dV jika yang diminta volume.

Menyamakan Z dengan M, / m: & memakai momen terhadap bidang yz, My..
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5. Ringkasan

e Integral rangkap tiga = integral berulang dalam tiga integral satu peubah.
e Padatan tipe 1: (z,y) € D, u; < z < us.

¢ Volume, massa, pusat massa, momen inersia, dan peluang adalah penerapan utama.

Berikutnya 15.8: koordinat tabung.
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15.8 Integral Rangkap Tiga dalam Koordinat
Tabung

Seperti koordinat kutub memudahkan integral ganda atas cakram, koordinat tabung (silinder) memudahkan

integral rangkap tiga atas padatan yang mempunyai sumbu simetri.

1. Koordinat tabung

Titik P di ruang dinyatakan oleh (7’, 0,z ): (r, 9) adalah koordinat kutub proyeksi P pada bidang xy, dan

Z adalah ketinggian.

[ 2.00
P(r, 08, z) T 1.75
I 1.50
| 125
" 1.00
" 0.75
0.50
0.25
0.00

0.5

2.5 0.0

Koordinat tabung (7, 6, z).
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KONVERSI

x=rcosf, y=rsinf, z=z; r? =2® +y?, tanf =

Z
Permukaan sederhana: 7 = c¢ silinder, § = ¢ setengah bidang vertikal, z = ¢ bidang mendatar,

Z = r kerucut, 2 = r? paraboloid.

CONTOH 1— MENGUBAH KOORDINAT

e Titik tabung (2,%”,1)::13 = 2cos 27” =—-1,y= 2sin2§ — 3 2=1:

(—1,+/3,1).
e Titik Kartesius (3, -3, —7): r =418 = 3\f2, tan @ = —1 dan titik di kuadran IV,
6 = —7 (atau %ﬂ), z=-T.

e Persamaan z = 2 + y? menjadi z = r%; 22 + Yy + 2% = 4 menjadi r* + 22 = 4.

2. Integral rangkap tiga dalam koordinat tabung

BilaE = {(r,0,z) : a <0 < B, hy(0) <r < hy(f), ui(rcosf,rsinf) < z <

usz(r cos @, 7sin 0) }, maka

B pha(0)  pus
// de:/ / / f(rcosf,rsin,z) rdzdrdb.
E a Jhi(0) Ju

Elemen volume: dV = r dz dr d (elemen luas kutub 7 dr df dikalikan dz).

CONTOH 2 — VOLUME DI ANTARA PARABOLOID DAN BIDANG

Padatan di dalam paraboloid 2 = x? + y2 di bawah bidang z = 4: r?<z<40<r<2
V= fo% f02 f,i rdzdrdf = 27 f02(4 —r%)rdr = 2w (8 — 4) = 8.

CONTOH 3 — ANTARA DUA PARABOLOID PUTAR

Padatan antara 2 = 7> dan 2 = 8 — r%: perpotongan 72 = 8 — 2 = r =2.V =
o [(8 — 2r2)r dr = 2m(16 — 8) = 167 ~ 50,27,
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CONTOH 4 — INTEGRAN DENGAN 1/ X2 + Y2

/// V22 + y2dV, E di dalam silinder 2 + y? = 9, antara z = —2 dan z = 5:

f0f27' rdzdrdf =2mw-9-7= 126w ~ 395,8.

CONTOH 5 — MOMEN INERSIA SILINDER

2
Silinder padat jari-jari @, tinggi h, kerapatan konstan p, sumbu = sumbu 2. I, = p f 0 i f Oa
4
rdzdrdd =p-2m-h-% = 3(pma*h)a® = tmad’.

CONTOH 6 — DI DALAM BOLA DAN DI ATAS KERUCUT

Padatan F di dalam bola 2 + y2 + 22 < 4 dan di atas kerucut z > 4/x2 + y2. Dalam tabung:
r<z<+4—r2dnr <4 —r2:>r<fV—27rf0 ( Va—r2—7)rdr=

V2 8
o _%(4_#)3/2—7'_;}0 —om(-22 - 224 8) = ;(2—\/§)m4,907.

(Bentuk "kerucut es krim"; ulangi dengan koordinat bola di 15.9.)

CONTOH 7 — PUSAT MASSA KERUCUT

2 h ph h
Kerucut padat 7 < z < h, kerapatan konstan. Volume: fO " fO [ rdz dr dc9 =27 fO (h —

r)rdr = 271'%3 = ”Thgfffde = 27rfohfr zrdzdr = 27Tf0
h_4 R 7I'h4/4 3h

——, diukur dari titik puncak (yaitu 7 h Qari alas).

8 T 4 f T s34

rdr = 27 -

3. Kapan memakai koordinat tabung?
e Padatan: silinder, paraboloid putar, kerucut berporos sumbu 2, padatan yang proyeksinya pada bidang
2y adalah cakram atau cincin.
e Integran memuat 2 + y2.

e Bila sumbu simetri adalah sumbu lain, tukar peran peubah (mis. ¥y = 7 cos #, z = r sin 0 dan x

sebagai tinggi).

4. Kesalahan umum

e Lupa faktor 7.
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e Salah menentukan batas 7 dari proyeksi: batas 7 harus dari proyeksi padatan pada bidang ¥y, bukan
dari satu permukaan saja.

e Lupa mengubah 2 = z? + y2 menjadi 2 = r2, atau 2% + y2 + 22 menjadi r? + 22,

5. Ringkasan

e x=rcosbl,y=rsinb, z = z;dV = rdzdrdb.
e Cocok untuk padatan yang berporos pada satu sumbu.

¢ Penerapan: volume, massa, pusat massa, momen inersia.

Berikutnya 15.9 Koordinat Bola.
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15.9 Integral Rangkap Tiga dalam Koordinat
Bola

Untuk padatan yang simetris terhadap sebuah titik (bola, kerucut berpusat di titik asal, bagian bola),
koordinat bola adalah pilihan terbaik.

1. Koordinat bola

DEFINISI

Titik P dinyatakan oleh (p, 8, ¢):

e p=|OP| > 0: jarak dari titik asal,

e 0: sudut azimut, sama seperti pada koordinat tabung (diukur dari sumbu & positif di bidang zy

),

e ¢ € [0, 7]: sudut antara sumbu 2 positif dan ruas garis O P.
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2.5

P{pr Br ¢) T 20

Koordinat bola (p, 8, ¢).

KONVERSI

Dari segitiga siku-siku O P() dengan @ proyeksi P di bidang zy: |OQ| = r = psin¢ dan z =
p COS ¢. Maka

x = psingcosh, y=psingsinh, 2z = pcosay,

o=yt + 2

Permukaan: p = ¢ bola berpusat di asal; @ = c setengah bidang vertikal; ¢ = ¢ kerucut (setengah

kerucut) dengan puncak di asal; ¢ = 7 bidang zy.
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I\

CONTOH 1 — KONVERSI TITIK
cosT =8 o — ¥6 »—9¢
2 3
1

* (p,0,0) =(2,5,%):x=2sin % cos ] e,
. T1t1k(0,2, ) \/O—|—4+4:2\/§’cos¢_2_2:_

9

5 =

[\V)

CONTOH 2 — PERSAMAAN PERMUKAAN

e z=1+/x2 +y% pcos¢ = psing = ¢ = 7 (kerucut).

o 22 +y? + 22 =22:p> =2pcosd = p=2cosg,bolaz® +y>+ (z—1)>=1.

o 22 +9y? =1 psin ¢ = 1, silinder (kurang cocok di koordinat bola).

2. Elemen volume

Potongan kecil padatan dibatasi p sampai p + Ap, ¢ sampai ¢ + A¢p, 6 sampai 0 + A@. Ia hampir
berupa balok dengan rusuk: A p (arah radial), pAqb (busur lingkaran besar), dan p sin ¢ A0 (busur sejajar

bidang zy, jari-jari p sin ¢). Volume ~ p? sin ¢ ApApA#.

INTEGRAL RANGKAP TIGA DALAM KOORDINAT BOLA

3. Contoh

CONTOH 3 — VOLUME BOLA

- fo27r fo7r foa P2 singpdpdpdd =2m -2 - %3 = %71'0,3.

CONTOH 4 — EKSPONENSIAL

JIf, fav = /f /cd /abf(”sm‘bc"“”Psiwsine,pcow) *sin g dp d

umtuk E ={a < p<b, a<60<p, c<¢<d}("bajibola"). dV = p*sin ¢ dp do db.

/// "4V, B vota sawan: [T [ [, e p sinpdpdgdf = 2m -2 (e -
B

1) =4(e—1)~ 7,198
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CONTOH 5 — KERUCUT ES KRIM

Padatan di dalam bola p < 2 dan di atas kerucut ¢ = 7 (vaitu 0 < ¢ < 7): 'V =
7T/4f0 p sm¢>dpd¢d0— 27 - (1 — CoSs Z) — 167r( B i) _ 8_7.‘.(2_

3
\/5) ~~ 4,907. Sama dengan hasil 15.8 Contoh 6, tetapi jauh lebih singkat. Rumus umum untuk bola
3
jari-jari @ dengan sudut setengah puncak ¢g: V = %Ta (1 — cos ¢y).

CONTOH 6 — ANTARA DUA BOLA

Padatan1 < p < 2,0 < ¢ < 3 0<9<27TV—27T(1—C053) 81 — or.
o ~1733

w|
DO I—=
Wl

CONTOH 7 — BELAHAN BOLA

/// 2z dV, H belahan bola atas jari-jari a: fo ﬂ/2 fO pcos - p*sinpdpdpdf = 27 -
7ra4/4 3a

Volurne H = —7Ta .Maka Z = — —: pusat massa belahan bola
T3 2ra3/3 8 P

homogen berada di ga di atas pusatnya.

CONTOH 8 — MOMEN INERSIA BOLA

)
o fo7r Oap2 sin? ¢ - p?sin ¢ dp dd df = py - 2 - %5 . % — Smoa’ _ 2ma’.
(Gunakan foﬂ sin® ¢ d¢p = % )

CONTOH 9 — JARAK RATA-RATA DARI PUSAT
[Jf pdV 47 -at/4

Jarak rata-rata titik di dalam bola jari-jari @ dari pusatnya: % = = %a (lebih

4ma3/3

besar dari % karena volume lebih banyak di dekat permukaan).

CONTOH 10 — BOLA YANG TIDAK BERPUSAT DI ASAL

Bola 2+l +(z—-1)2 <1 berpersamaan p<2cosp,0< ¢ < 3. Volume =

2
0 Oﬂ/ (2 cos ¢) sinpdopdf = 2 - 4 = ?. Benar untuk bola jari-jari 1.
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4. Memilih koordinat

Bentuk padatan / integran Koordinat
Persegi panjang, tetrahedron, bidang Kartesius
Silinder, paraboloid putar, memuat x? + y2 Tabung
Bola, kerucut berpuncak di asal, memuat x2 + y2 + 22 Bola

5. Kesalahan umum

Memakai ¢ untuk sudut di bidang zy dan 6 untuk sudut dari sumbu Z (tertukar dengan konvensi di

sini).

Lupa faktor p2 sin ¢ (bukan hanya pz).
¢ berada pada [0, 7], bukan [0, 27].
 Lupa mengubah 2 = p cOs ¢ pada integran.

6. Ringkasan

e x = psin¢cosh,y = psingsinb, z = pcos ¢.
o dV = p*sin¢pdpde do.

e Cocok untuk bola dan kerucut berpusat di titik asal.

Berikutnya 15.10: perubahan peubah secara umum.
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15.10 Perubahan Peubah dalam Integral
Ganda

Pada integral satu peubah, substitusi £ = g(u) mengubah f f(a:) dx menjadi f f (g(u)) g (u) du.
Koordinat kutub, tabung, dan bola adalah substitusi khusus untuk integral ganda. Subbab ini memberi aturan

umumnya, dengan Jacobian menggantikan g'(u).

1. Transformasi

Transformasi 7" dari bidang uv ke bidang zy: T'(u, v) = (,y) dengan = g(u,v),y = h(u,v),
dengan g, h mempunyai turunan parsial kontinu. Bila 7" satu-satu, 7" memetakan daerah .S di bidang uv ke

daerah R di bidang 2y (R = T'(.5)), dan kita dapat berpindah bolak-balik.

CONTOH 1 — TRANSFORMASI LINEAR

T: x=2u+wv, y=u-+ 3v.Persegi satuan S = [0, 1]2 dipetakan menjadi jajargenjang
dengan titik sudut 7°(0, 0) = (0,0), 7(1,0) = (2,1),T'(1,1) = (3,4),7(0,1) = (1, 3).
Luas jajargenjang = [(2,1) x (1,3)| = |6 — 1| = 5: luas S (yaitu 1) dikalikan 5.

Bidang uv: persegi satuan Bidang xy: x=2u+v, y=u+ 3v
1.2 1
4 -
1.0 1
0.8 - 3
0.6 1
> > 2 A
0.4 1
0A2 T n'l -
0.0 1
O -
_OA2 -
-0.25 0.00 0.25 050 075 100 125 0 1 2 3
u X

Persegi satuan (kiri) dipetakan ke jajargenjang berluas 5 (kanan).
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2. Jacobian

DETERMINAN JACOBI

Jacobian T":
Ooxr Oz
200) _[gu ol 020y _rdy
O(u,v) |99 9Y| OQudv Ovou
ou Ov

Gagasan. Persegi kecil Au X Awv dipetakan hampir menjadi jajargenjang yang dibentangkan oleh r,, Au
dan r, Av (denganr = (z,y)). Luasnya |ry X ry|AulAv = ‘ gi(%ﬂAuAv. Jadi Jacobian adalah

faktor penskalaan luas lokal.

CONTOH 2 — JACOBIAN BEBERAPA TRANSFORMASI

2 1
1 3

Linear di Contoh 1: ‘ = 5.

cosf —rsinf
sinf rcosf

(Inilah asal faktor 7 di dA = r dr df.)
x = au, y = bv: Jacobian ab.

2u —2v
2v  2u

— rcos?0 4 rsin® @ = r.

Kutub x = 7 cos @,y = rsin 6:

2

o z=u?— 0%y = 2uv = 4u® + 402

3. Rumus perubahan peubah

PERUBAHAN PEUBAH (DUA PEUBAH)

Misalkan 7 transformasi C'! satu-satu dengan Jacobian tak nol, memetakan S pada R. Untuk f

//R f(z,y)dA = //Sf(:c(u, v),y(u,v)) ’ggzzz; ’ du dv.

Perhatikan tanda nilai mutlak.

kontinu,

web by: Steven Paulus Siahaan - Halaman 41/ 44



STRATEGI

1. Pilih u, v sehingga daerah R menjadi sederhana (mis. persegi panjang) dan/atau integran

menjadi sederhana.

2. Selesaikan x, y dalam u, v dan hltung Bu,w (2,9) (atau hitung agu vg dan balik: Ozy) _

0(u,v) Ol ’U)
1/8(3:,3/

3. Tentukan batas baru di bidang uwv, lalu hitung.

CONTOH 3 — JAJARGENJANG
JJ; xy dA dengan R = T'(S), S = [0, 1], T pada Contoh 1. 2y = (2u + v)(u + 3v) =
1 p1
2u? + Tuv + 302 // zydA =5 / (2u® + Tuv + 3vz)dudv = 5(% + ;Z -+
R o Jo
_ k41 _ 205
1) =5- 4 = 2 ~ 17,8,

CONTOH 4 — ELIPS

Daerah R : ﬁ—; + z—; < 1. Substitusi £ = au, y = bv, J = ab; S cakram u? + v? < 1. Luas
= [fs abdudv = mab. Juga [[p z* dA = a’b [[gu* dudv = a®b- . Unuka = 2,b =
1:ff:c2dA: 2.

CONTOH 5 — DAERAH DI ANTARA HIPERBOLA DAN GARIS

Cari luas daerah R di kuadran pertama yang dibatasi vty = 1, zy = 4, y = x, y = 4. Pilih

0
u:wy,v:Q:Rmenjadipersegil§u§4’1§v§4.Hnung (U,'U):
’ 0(:6 y)
yoTl_y .y o(z,y) 1
1| =2 4+ < = 2v. Mak - — L dd_3
_% ; .’L'—I_.’L' v aaa(u,v) 7 uas = fl fl = v du
%ln4—%ln4—3ln2w2079

CONTOH 6 — INTEGRAN YANG RUMIT

f(2)on
et wn 9(,9y)

maka T = =5, Y = =

* 7 0(u,0)

Ow+y<1men]ad10<u<1—u<v<u// // e'* dv du =

e—e
%/0 u(e—e 1)du:T%0,588.

(O O)) (17 0), (0, 1). Misalkanu = ¢ + Y, v = T — ¥;

1
2

1
? 3, nilai mutlak 5. Daerah: ¢ > 0,y >
2

MIP—‘
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CONTOH 7 — MEMERIKSA KUTUB

ffD x d A pada cakram (z — 1)2 +y? <ligserz=1+uy=vJ =1
ffu2+v2<1(1 + u) dudv = w4 0 = 7, sama dengan 15.4 Contoh 5.

4. Tiga peubah

JACOBIAN TIGA PEUBAH

Untuk T'(u, v, w) = (=, y, 2):

O(myy,2) |7 T T, Y, 2
D = yy Yo Yuls ///de ///f‘ : ’dudvdw
0(u, v, w) z z 0(u, v, w)

2y

CONTOH 8 — KOORDINAT TABUNG DAN BOLA

e Tabung: z = r cos 6,y = rsin @, z = z: determinan = 7 (sama dengan kutub).
e Bola:xz = psin¢cosf,y = psin@sinf, z = p cos ¢: determinan terhadap (p, ¢, 6)
bernilai mutlak p? sin ¢, sehingga dV = p? sin ¢ dp d¢p d (15.9).

CONTOH 9 — TRANSFORMASI LINEAR TIGA DIMENSI

1 1 0
r=u+vy=v+wz=w+wu:|0 1 1/=1(1-0)—1(0—1)+ 0= 2. Kubus
1 0 1

satuan di ¥vw dipetakan ke jajaran genjang tiga dimensi (parallelepiped) bervolume 2.

CONTOH 10 — VOLUME ELIPSOID

Ehpsmd——|— & + < l:x = au,y = bv, z = cw, J = abc, S bola satuan: V' = abc -

4
3T = 37rabc.

5. Kesalahan umum

e Lupa nilai mutlak pada Jacobian (luas tak boleh negatif).

e Memakai 8§ : g padahal yang dibutuhkan gE%

Z; (saling berkebalikan).
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e Tidak mengubah batas daerah ke koordinat baru.

e Transformasi yang tidak satu-satu (mis. u = z? pada daerah yang memuat & positif dan negatif).

6. Ringkasan

o dA =588 | dudv; dV = |§ELE | dudv duw.

e Kutub: J = 7; tabung: J = 7; bola: J = p? sin ¢.

e Pilih transformasi yang menyederhanakan daerah atau integran.

Bab 15 berakhir di sini. Bab berikutnya, 16.1, membahas medan vektor dan integral garis.
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