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Bab 14 · Turunan Parsial

14.2 Limit dan Kekontinuan

Limit fungsi dua peubah mirip limit satu peubah, tetapi ada perbedaan penting: titik  dapat mendekati

 dari tak hingga banyak arah dan lintasan, bukan hanya dari kiri dan kanan.

1. Definisi limit

DEFINISI

 bila untuk setiap  terdapat  sehingga

Dengan kata lain,  dibuat sedekat mungkin ke  dengan mengambil  cukup dekat

(tetapi tidak sama dengan) , dalam cakram berjari-jari .

Sifat limit (jumlah, selisih, hasil kali, hasil bagi dengan penyebut tak nol, kombinasi dengan fungsi kontinu)

berlaku seperti pada satu peubah. Untuk polinomial dan fungsi rasional (di titik daerah asalnya), limit sama

dengan substitusi.

CONTOH 1 — SUBSTITUSI LANGSUNG

.

2. Uji dua lintasan (untuk menunjukkan limit tidak ada)

AKIBAT LANGSUNG DARI DEFINISI

Jika  sepanjang lintasan  menuju  dan  sepanjang lintasan

 dengan , maka  tidak ada.

(x, y)
(a, b)

​f(x, y) =
(x,y)→(a,b)

lim L ε > 0 δ > 0

0 < ​ <(x − a) + (y − b)2 2 δ  ⟹  ∣f(x, y) − L∣ < ε.

f(x, y) L (x, y)
(a, b) δ

​ ​ =
(x,y)→(1,2)

lim
x + y2

x y + 3y2
​ =

1 + 4
2 + 6

​

5
8

f(x, y) → L ​1 C ​1 (a, b) f(x, y) → L ​2

C ​2 L ​ =1  L ​2 lim ​ f(x, y)(x,y)→(a,b)
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CONTOH 2 — 

Di : sepanjang sumbu  ( ): . Sepanjang sumbu  ( ): 

. Limit tidak ada.

CONTOH 3 — 

Sepanjang : , bergantung pada :  untuk , 

untuk . Limit di  tidak ada. Pada grafik (gambar), permukaan "terpelintir" di sekitar asal

sehingga tidak punya satu tinggi tunggal di sana.

Grafik : nilai berubah menurut arah mendekati asal.

​

X + Y2 2

X − Y2 2

(0, 0) x y = 0 f = ​ =
x2
x2

1 → 1 y x = 0 f =
−1 → −1

​

X + Y2 2

XY

y = mx f = ​ =
x (1 + m )2 2

mx2
​

1 + m2

m
m 0 m = 0 ​2

1

m = 1 (0, 0)

xy/(x +2 y )2
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CONTOH 4 — LINTASAN LENGKUNG

. Sepanjang setiap garis : ;

sepanjang sumbu juga 0. Tetapi sepanjang parabola : . Limit tidak ada.

Pelajaran: memeriksa semua garis lurus belum cukup untuk membuktikan limit ada.

CONTOH 5 — SATU LINTASAN CUKUP MENOLAK

 di asal. Sepanjang : . Sepanjang :

. Tidak ada limit.

3. Menunjukkan limit ada

Teorema apit

Bila  dan , maka .

CONTOH 6 — MEMAKAI PENGAPIT

. Karena , . Limitnya 0.

Koordinat kutub (untuk limit di titik asal)

Dengan , ,  setara dengan . Jika  dapat ditulis 

(fungsi terbatas dalam ), limitnya 0.

CONTOH 7 — KUTUB

, karena

faktor trigonometri terbatas .

f(x, y) = ​

x + y2 4

xy2

y = mx f = ​ =
x + m x2 4 4

m x2 3

​ →
1 + m x4 2

m x2

0

x = y2 f = ​ =
y + y4 4

y4

​2
1

f(x, y) = ​

x + y4 2

x y2
y = mx ​ =

x +m x4 2 2
mx3

​ →x +m2 2
mx 0 y = x2

​ =2x4
x4

​2
1

∣f(x, y) − L∣ ≤ g(x, y) g → 0 f → L

​ ​

(x,y)→(0,0)
lim

x + y2 2

3x y2
x ≤2 x +2 y2

​ ​ ​ ≤x +y2 2
3x y2

3∣y∣ → 0

x = r cos θ y = r sin θ (x, y) → (0, 0) r → 0+ f r⋅
θ

​ ​ =
(x,y)→(0,0)

lim
x + y2 2

x + y3 3
​ ​ =

r→0
lim

r2

r (cos θ + sin θ)3 3 3

​r(cos θ +
r→0
lim 3 sin θ) =3 0

∣ ⋅ ∣ ≤ 2
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CONTOH 8 — LIMIT TERKENAL

: dengan , . Limit . Begitu pula

.

CONTOH 9 — KUTUB GAGAL BILA TAK TERBATAS

: bergantung pada  dan tidak menuju satu nilai tunggal; limit tidak ada (0

sepanjang sumbu , 1 sepanjang sumbu ).

4. Kekontinuan

DEFINISI

 kontinu di  bila .  kontinu pada  bila kontinu di setiap

titik .

Polinomial kontinu di ; fungsi rasional kontinu di semua titik di mana penyebut tak nol; komposisi fungsi

kontinu kontinu.

CONTOH 10 — FUNGSI BAGIAN DEMI BAGIAN

 kontinu di mana-mana: untuk titik selain asal, ia fungsi

rasional dengan penyebut tak nol; di asal limitnya 0 (Contoh 6) sama dengan . Sebaliknya,

 dengan  tidak kontinu di asal (Contoh 3).

CONTOH 11 — DI MANA KONTINU?

 kontinu pada  (di luar lingkaran satuan). 

 kontinu di mana pun kecuali parabola .

​ ​

(x,y)→(0,0)
lim

x + y2 2

sin(x + y )2 2

u = x +2 y →2 0+
​ →u

sin u 1 = 1

lim =
x + y2 2

1 − cos(x + y )2 2
0

​ =
x + y2 2

x2
cos θ2 θ

y x

f (a, b) ​f(x, y) =
(x,y)→(a,b)

lim f(a, b) f D

D

R2

f(x, y) = ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧

​

x + y2 2

3x y2

0

(x, y) = (0, 0)

(x, y) = (0, 0)
f(0, 0)

g = ​

x +y2 2
xy

g(0, 0) = 0

f(x, y) = ln(x +2 y −2 1) x +2 y >2 1 h(x, y) =

​

x − y2

exy
y = x2
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Tiga peubah

Definisi sama: bola kecil di  menggantikan cakram. Misalnya .

5. Kesalahan umum

Memeriksa hanya sumbu atau garis lalu menyimpulkan limit ada (Contoh 4 dan 5 membantahnya).

Memakai kutub untuk limit di titik selain asal tanpa menggeser dulu.

Mengira jika  kontinu terhadap tiap peubah secara terpisah maka kontinu secara gabungan. Itu tidak

benar (Contoh 3 memberi kasus kontinu per peubah di semua titik tapi tidak kontinu di asal:

 dan ).

6. Ringkasan

Limit ada hanya bila semua lintasan menuju nilai yang sama.

Menolak: dua lintasan dengan nilai berbeda. Menerima: pengapit atau kutub.

Kontinu: limit  nilai fungsi; polinomial dan fungsi rasional kontinu di daerah asalnya.

Berikutnya 14.3 Turunan Parsial.

R3
​ ​ =

(x,y,z)→(1,0,2)
lim

x + z

xz + ey
​ =

3
2 + 1

1

f

g(x, 0) = 0 g(0, y) = 0

=
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